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摘 要:代数多重网格(AMG)是科学工程计算与工业仿真领域求解大规模稀疏线性代数方程组最常

用的算法之一。在启动(Setup)阶段的每个网格层,AMG需要基于限制算子R、当前细网格层矩阵A 和

插值算子P 的稀疏矩阵乘积来计算粗网格矩阵Ac=RAP,该过程是AMG并行性能的主要瓶颈。首先发

现了主流AMG解法器中RAP并行算法由于分支判断的平方复杂度导致的性能瓶颈,并结合稀疏矩阵

CSR的行主序特点,提出了具有线性复杂度分支判断数的RAP并行算法 MiniBranRAP。该算法集成到

JXPAMG解法器中,并通过实际应用算例验证了算法的有效性。测试结果表明,对于6个来自实际应用

的典型算例,相对于Hypre最新版本的BoomerAMG解法器,基于 MiniBranRAP的JXPAMG解法器在

28个进程上将Setup阶段的计算效率平均加速3.3倍、最高加速9.3倍。
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Abstract:Algebraic
 

multi-grid
 

(AMG)
 

is
 

one
 

of
 

the
 

most
 

commonly
 

used
 

algorithms
 

for
 

solving
 

large-scale
 

sparse
 

linear
 

algebra
 

equations
 

in
 

the
 

field
 

of
 

scientific
 

engineering
 

computing
 

and
 

industrial
 

simulation.
 

For
 

each
 

grid
 

layer
 

in
 

the
 

Setup
 

phase,
 

AMG
 

needs
 

to
 

calculate
 

the
 

coarse
 

grid
 

matrix
 

Ac=
RAP

  

through
 

the
 

product
 

of
 

three
 

sparse
 

matrix
 

based
 

on
 

the
 

restriction
 

operator
 

R,
 

the
 

current
 

fine
 

grid
 

matrix
 

A,
 

and
 

the
 

interpolation
 

operator
 

P,
 

which
 

has
 

become
 

the
 

main
 

bottleneck
 

in
 

the
 

parallel
 

performance
 

of
 

AMG.
 

This
 

paper
 

first
 

discovers
 

that
 

the
 

performance
 

bottleneck
 

of
 

the
 

RAP
 

parallel
 

al-
gorithm

 

in
 

mainstream
 

AMG
 

solvers
 

is
 

caused
 

by
 

the
 

quadratic
 

complexity
 

of
 

branch
 

judgments.
 

Then,
  

utilize
 

the
 

row-based
 

order
 

characteristics
 

of
 

the
 

sparse
 

matrix
 

format
 

CSR,
 

and
 

propose
 

a
 

RAP
 

parallel
 

algorithm
 

called
 

MiniBranRAP
 

with
 

linear
 

complexity
 

of
 

branch
 

judgment
 

counts.
 

The
 

algorithm
 

is
 

inte-
grated

 

into
 

the
 

JXPAMG
 

solver,
 

and
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

verified
 

through
 

practical
 

examples.
 

The
 

numerical
 

test
 

results
 

show
 

that,
 

for
 

6
 

typical
 

examples
 

from
 

practical
 

applications,
 

compared
 

with
 

the
 

latest
 

version
 

of
 

Hypre's
 

BoomerAMG
 

solver,
 

the
 

JXPAMG
 

solver
 

based
 

on
 

Mini-
BranRAP

 

can
 

speed
 

up
 

the
 

computation
 

efficiency
 

of
 

the
 

Setup
 

phase
 

by
 

an
 

average
 

of
 

3.3
 

times
 

and
 

a
 

maximum
 

of
 

9.3
 

times
 

on
 

28
 

processors.
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1 引言

对于大规模稀疏线性代数方程组的求解,代数

多重网格 AMG(Algebraic
 

Multi-Grid)是一种具

有最优复杂性的算法,即计算量与问题规模为线性

关系。其算法思路可以概括为一句话:在当前网格

层磨光,在粗网格层校正。磨光步消去误差的高频

部分,校正步利用粗网格求得误差的修正解,两者

互补实现迭代误差的快速下降[1-3]。与基于细网格

的几何信息逐层粗化得到粗网格的几何多重网格

GMG(Geometric
 

Multi-Grid)不同,AMG算法的

网格粗化等算法组件是通过代数信息如矩阵元素

大小构建的,不依赖于几何信息。因此,AMG算

法在保留了GMG算法的最优复杂性的同时,算法

健壮性也得到明显提升,可以有效地处理很多具有

复杂区域、非结构网格和非光滑系数等特征的问

题,通常作为预条件技术加速 Krylov子空间迭代

法[4]。目前,AMG算法已广泛应用于辐射流体力

学[3]、结构力学[5]、工业数值模拟[6]和量子色动力

学[7]等具有复杂特征的领域,解决了许多具有挑战

性的实际应用问题[8]。
尽管如此,AMG算法的并行可扩展性差是一

个公认的问题,其中启动(Setup)阶段的粗网格矩

阵计算是一个主要的瓶颈[3,9-12]。在Setup阶段的

每个网格层,AMG算法采用Galerkin方法通过限

制算子R、当前细网格矩阵A、插值算子P
 

3个稀

疏矩阵的乘积来计算粗网格矩阵Ac=RAP,该过

程称为RAP运算。通常,RAP通过2次稀疏矩阵

乘积运算SpGEMM实现[13],因此SpGEMM 运算

中存在的问题,包括结果稀疏矩阵中非零元的数量

事先 未 知、稀 疏 矩 阵 插 入 操 作 开 销 大 等[14],在

RAP的实现中也存在。此外,RAP的并行实现还

涉及由于矩阵合并导致的分支判断操作。
在实际应用中发现一个关于RAP并行算法

中分支判断的性能瓶颈问题:相对于串行计算情

形,由于分支判断的影响,RAP的并行计算时间开

销急剧增加,成为瓶颈。通过分析发现,在包括

Hypre在内的现有主流 AMG解法器中,RAP并

行算法的矩阵合并操作存在较多分支判断,且复杂

度与矩阵规模的平方呈正比,成为导致瓶颈的主要

原因。针对这个瓶颈问题,本文提出一种极小化分

支判断 数 的 RAP 算 法,称 之 为 MiniBranRAP。
(Minimized

 

Branch
 

for
 

RAP)。该算法利用稀疏

矩阵CSR(Compressed
 

Sparse
 

Row)格式的行主

序性质,通过引入标记数组,将分支判断数从平方

复杂度降为线性复杂度,大幅度减少了RAP组件

在并行计算情形中的分支判断数。来源于辐射流

体力学、结构力学和航空发动机等实际应用中的6
个典型算例的数值结果表明,MiniBranRAP算法

可以显著降低RAP组件的并行计算时间,相比于

当前主流的 AMG 解法器 Hypre,MiniBranRAP
为Setup阶段带来了平均3.3

 

倍、最高9.3
 

倍的加

速效果。
本文组织结构如下:第2节简要介绍AMG算

法,第3节介绍RAP并行算法及瓶颈问题,第4节

介绍本文提出的极小化分支判断数的RAP并行

算法,第5节给出数值实验结果,第6节总结全文。

2 AMG算法

对于大规模稀疏线性代数方程组Ax=b,A 表

示稀疏系数矩阵,x 表示未知向量,b 表示右端向

量。记最细层网格Ω={x0,x1,…,xn}为未知向

量元素的集合,以2层网格为例,经典 AMG算法

可以描述如算法1[1,8,11]所示。

算法1 AMG算法(2层网格情形)

Step
 

1 启动阶段(Setup):构建多重网格结构。

 Step
 

1.1 粗化:选取粗网格点Ωc 包含于Ω;

 Step
 

1.2 构建插值算子和限制算子:P:Ωc →Ω,R:

Ω →Ωc,一般选取R =PT;

 Step
 

1.3 构造粗网格矩阵:Ac =RAP (Galerkin方

法)。

Step
 

2 求解阶段(Solve):重复执行下面的循环算法直至

达到收敛标准:

 Step
 

2.1 前磨光:在细网格对Ax =b进行l1 次光滑

迭代得到近似解x* ;

 Step
 

2.2 粗网格校正:在粗网格上求解误差方程Ace=

b-Ax*,并校正近似解x*=x*+e;

 Step
 

2.3 后磨光:再在细网格对Ax =b进行l2 次光

滑迭代更新近似解x*。

  从算法1可知,经典AMG算法求解稀疏线性

代数方程组Ax=b有2个阶段:启动阶段(Setup)
和求解阶段(Solve)。Setup阶段基于稀疏系数矩

阵A 构造多重网格算法组件,包括粗网格点选择、
粗网格矩阵构造等,形成代数形式的网格层级结

构;Solve阶段则是在代数网格层次结构上,通过

V-Cycle或者 W-Cycle等多重网格循环求解近似

解x* 直至收敛。
大量实际应用表明[8],Setup阶段是 AMG并
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行可扩展的关键,其中粗网格矩阵的计算(算法1
中Step

 

1.3)通常采用Galerkin方法[15],涉及3个

稀疏矩阵乘积RAP操作。一方面,3个稀疏矩阵

乘积涉及大量非规则运算;另一方面,基于 RAP
计算的粗网格矩阵无法保持与细网格矩阵相同的

稀疏结构,且随着网格粗化,粗网格矩阵虽然规模

减小,但稠密度增加,稀疏结构更加复杂。这2个

方面导致RAP并行性能不理想,最终影响 AMG
算法的并行效率,成为主要的性能瓶颈[8,11,16],是
当前实际应用中迫切需要解决的问题。

3 RAP算法及并行性能瓶颈

本节介绍当前主流 AMG 解法器中采用的

RAP并行算法,并指出实际应用中发现的性能瓶

颈问题。

Figure
 

2 Algorithm
 

flow
 

of
 

RAP
 

component
图2 RAP组件算法流程

现有 AMG 解 法 器,例 如 Hypre[17]和 JX-
PAMG(Parallel

 

AMG
 

solver
 

developed
 

by
 

Jiu
 

suo
 

and
 

XTU)[18],都采用并行CSR(ParCSR)作为稀

疏矩阵的数据结构,具体如图1所示。稀疏矩阵按

行被划分到各个进程上,该数据结构将本地矩阵分

为2个部分,对角部分存储本地矩阵对角块部分的

非零元,非对角部分存储其他非零元。在经典

AMG算法中,限制算子通常为插值算子的转置,

即R=PT,因此在实现中限制算子并不单独存储,
而是直接取为插值算子P 的转置。

Figure
 

1 Diagram
 

of
 

ParCSR
 

data
 

format
 

图1 ParCSR数据格式示意图

图2以3个进程为例,给出了0号进程的

RAP计算流程,主要包括以下5个步骤(图中上标

D表示对角块,上标O表示非对角块,e表示通信

获得的矩阵,out表示要向外发送的矩阵):
(1)将矩阵P 转置得到R 。即图2中步骤①,

矩阵仍然以ParCSR格式存储。
(2)通过 MPI通信获得A ×P 所需的元素。

由于乘法需要用到矩阵P 的元素,而这些元素部

分位于其他进程中,所以要通信相关矩阵P 的块。
(3)计算Roffd×A×P。 进行1次串行的3个

矩阵相乘操作,该步操作是2次SpGEMM 的耦
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合,基于文献[13,19,20]的方法实现。
(4)通信Roffd×A×P。 由于步骤(3)计算得

到的矩阵块是其他进程所需的,需要将这些矩阵块

发送给其他进程,且每个进程需要将接收到的矩阵

块进行合并。接收到的矩阵块均以CSR格式存

储,同时接收到的还有矩阵块各行局部索引到全局

索引的映射数组。
(5)计算Rdiag×A×P。 最后,计算矩阵对角

块部分的结果,并与步骤(4)得到的矩阵块相加。
下面以航空发动机应用中的HF-C算例(算例

的详 细 信 息 见 第5.1节)为 例,采 用 目 前 主 流

AMG解法器 Hypre的BoomerAMG[21],测试上

述RAP算法的并行性能。图3给出了该算例由串

行到2,4和8个进程并行计算的时间开销。
从图3可知,对于实际算例HF-C,从串行到2

个进程并行,计算时间增加了11.4倍;同时可以看

到,进程数大于2之后,RAP计算保持了较好的并

行可扩展性。但是,计算时间从串行到并行的急剧

增加现象在之前的实际应用中未被关注,一个可能

的原因是在实际应用中一般不会进行串行计算,因
此该现象未见报道。

Figure
 

3 RAP
 

calculation
 

time
 

for
 

different
 

number
 

of
 

processors
 

in
 

HF-C
 

test
 

case
图3 HF-C算例不同进程数RAP计算时间

4 MiniBranRAP:极小化分支判断数

RAP并行算法

  针对第3节暴露出来的并行性能瓶颈问题,本
节首先开展瓶颈定位与分析,采用文献[12]的分析

方法,结合性能分析工具 HPCTOOLKIT[22],发现

了当前RAP并行算法存在的分支判断数为平方

复杂度的问题。进一步利用CSR格式以行主序存

储的特点,提出具有线性复杂度分支判断数的并行

RAP算法,称之为 MiniBranRAP算法。

4.1 瓶颈定位与分析

采用文献[12]中的分析方法和分析工具,逐步

定位RAP组件的瓶颈点,发现了并行计算时矩阵

合并部分(图2步骤④所示)时间开销相比串行计

算时有明显增长。再使用性能分析工具 HPC-
TOOLKIT采集性能数据,发现该部分的分支判断

数有明显增长,如图4所示。

Figure
 

4 The
 

increase
 

factor
 

of
 

branch
 

condition
 

count
 

and
 

computation
 

time
 

of
 

RAP
 

calculation
 

step④
 

with
 

2
 

processors
 

compared
 

to
 

serial
 

computing
 

in
 

six
 

cases
图4 RAP计算步骤④在6个算例中2个进程

相比于串行的分支判断数和计算时间的增长倍数

由图4可知,分支判断数是影响性能的因素之

一。当存在大量的分支判断时,CPU需要频繁地

在不同分支之间进行切换,这会增加缓存未命中和

分支预测失败的可能性,从而降低CPU流水线的

效率,进而导致性能下降,由此可知这就是导致

RAP组 件 性 能 问 题 的 原 因 之 一。下 面 对 上 述

RAP并行算法进行分析。
在图2的算法流程中,步骤④的伪代码如算法

2所示,流程如图5所示。可以从算法2的第3~7
行看到,该算法逐行合并RAP 与RAPj 得到CSR
格式的粗网格矩阵Ac,且合并每一行的时候都会

重复从RAPj 的首行开始比对2个矩阵和的行指

标,导致冗余的分支判断,这里的RAPj 表示本进

程接收的第j个矩阵块。如图5所示,假如需要合

并3个CSR格式稀疏矩阵1~3,即把矩阵2、矩阵

3加到矩阵1上,要想得到结果矩阵的最后一行

(用实线框标出),必须遍历稀疏矩阵1的最后一行

和矩阵2、矩阵3的所有行(用实线框标出部分),
共有5次分支判断。

算法2 步骤④原始合并算法

for
 

本地矩阵RAP 的第i行
 

do
 for

 

发送数据RAPj 到本地的进程j
 

do

  for
 

进程j发送数据RAPj 的第k行
 

do

   if
 

第k行对应本地数据第i行
 

then
    加到粗网格矩阵Ac 的第i行;

   end
 

if
  end

 

for
 end

 

for
end

 

for

  一般地,假设本地矩阵规模为nloc=N/p,本
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Figure
 

5 Illustration
 

of
 

the
 

result
 

matrix
 

obtained
 

by
 

merging
 

sparse
 

matrices
 

in
 

the
 

original
 

algorithm
图5 原始算法合并稀疏矩阵得到结果矩阵示意图

地进程平均接收进程数为precv,接收的矩阵平均

规模为nrecv,其中 N 为矩阵总规模,p 为总进程

数,则此时的分支判断数复杂度为O(nloc·nrecv·

precv)。 通常情况下,nrecv=nloc=N/p,而precv为

常数,则复杂度为 O((N/p)2);在极端情况下,

precv=p,此时分支判断数的复杂度为O(N2/p),
均是关于矩阵规模的平方复杂度。

4.2 MiniBranRAP算法

分析发现,CSR格式的矩阵以行主序存储,即
行指标的顺序隐含在数据结构中,不需要重复从首

行开始比对。对此,本文引入标识数组markerj 记

录RAPj 当前访问到的行指标,下一步比对只需从

该行继续遍历即可。本文将该优化方法命名为

MiniBranRAP。如图6所示,要想得到结果矩阵

的最后一行(用实线框标出),仅需访问稀疏矩阵1
和矩阵3的最后一行(用实线框标出部分),共有2
次分支判断,相比优化前减少3次。MiniBran-
RAP的伪代码如算法3所示,方框中的内容是修

正部分。

算法3 MiniBranRAP算法

for
 

发送RAPj 到本地的进程j
 

do

 markerj ← 记录RAPj 第1行的索引;

end
 

for

for
 

本地矩阵RAP 的第i行
 

do
 for

 

发送数据RAPj 到本地的进程j
 

do

  

while
 

markerj 不对应本地数据第i行
 

do

   markerj++;

end
 

while
 

if
 

markerj 对应本地数据第i行
 

then

 加到粗网格矩阵Ac 的第i行;

end
 

if

 end
 

for
end

 

for

  MiniBranRAP算法的分支判断数的复杂度为

O(nloc·precv+nrecv),通常情况下为O(N/p),在
极端情况下也仅有 O(N),是线性复杂度。而

MiniBranRAP仅增加了O(precv)次遍历RAPj 的

Figure
 

6 Illustration
 

of
 

the
 

result
 

matrix
 

obtained
 

by
 

merging
 

sparse
 

matrices
 

in
 

the
 

MiniBranRAP
 

algorithm
图6 MiniBranRAP算法合并稀疏矩阵得到结果矩阵示意图

第1行(算法3第1~3行)以及额外的O(precv)空

间开销(数组marker)。

5 数值实验

本文提出的 MiniBranRAP算法已经集成到

自主研发的并行AMG解法器JXPAMG中。本节

采用几类实际应用算例,与最新版本的 Hypre软

件(Hypre-2.28.0)中的BoomerAMG解法器进行

比较,两者均采用相同的参数,主要参数如表1
所示。

Table
 

1 Parameters
 

of
 

JXPAMG
 

and
 

Hypre
 

solver
表1 JXPAMG与Hypre解法器参数

插值
类型

粗化
类型

磨光
类型

强连通
阈值

最大
V-Cycle数

最粗层矩阵
规模阈值

修正的
经典

插值[23]
HIMS[24]

混合
对称的

GS[21]
0.25 10 100

  实验平台为某集群的一个计算结点,96
 

GB内

存,包含2个通用CPU,共28个CPU核,单核主

频为2.60
 

GHz。

5.1 测试算例

本文的测试算例包含6个来自实际应用领域

的真实算例,具体如表2所示,6个算例分别来源

于辐射流体力学、结构力学、航空发动机3个不同

领域,其偏微分方程类型、离散网格类型以及离散

方法都有所不同,导致离散系统的稀疏矩阵特征和

非零元分布也不相同。
在这6个 算 例 中,RHD-1T、RHD-3T、SM-

LXJ和 HF-C也都被选为SolverChallenge竞赛

题目[25]。
算例具体的代数特征和矩阵稀疏分布如表2

和图7所示,从数据和图表可知:
(1)算例RHD-1T和RHD-3T使用结构网格

的7点格式离散,稀疏元素分布较为规则,平均每

行非零元数目和带宽均较小;
(2)算例SM-LXJ规模较小,但稠密度是所有

算例中最大的;
(3)算例SM-C和HF-S非零元数目较多、平均
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Table
 

2 Application
 

background
 

and
 

basic
 

algebraic
 

features
 

of
 

test
 

cases
表2 测试算例应用背景与基本代数特征

算例名 应用邻域 偏微分方程 网格类型 离散方法 阶数 非零元数
平均每行
非零元数

稠密度 带宽

RHD-1T
辐射流体力学
流体不稳定性

三维辐射扩
散方程

结构网格
有限体积
7点格式 2

 

097
 

152 14
 

581
 

760 6.95 3.32×106 16
 

384

RHD-3T
辐射流体力学
流体不稳定性

三维三温能
量方程

结构网格
有限体积
7点格式 6

 

291
 

456 52
 

133
 

888 8.29 1.32×106 49
 

152

SM-LXJ
离心机装置结
构力学分析

三维线弹性
方程

非结构网格 有限元 83
 

073 2
 

826
 

927 34.03 4.10×104 45
 

426

SM-C
接触问题结构
力学分析

三维线弹性
方程

非结构网格 有限元 12
 

075
 

090 655
 

371
 

242 54.27 4.49×106 12
 

075
 

079

HF-S
航空发动机整
机静力学分析

三维线弹性
方程

非结构网格 有限元 2
 

081
 

541 71
 

033
 

481 34.13 1.63×105 733
 

683

HF-C
航空发动机燃
烧室仿真

三维压力方
程

非结构网格 有限元 19
 

637
 

808 97
 

535
 

370 4.97 2.53×107 18
 

234
 

897

Figure
 

7 Distribution
 

plot
 

of
 

nonzero
 

elements
 

in
 

test
 

case
 

matrices
图7 测试算例矩阵非零元分布图

每行非零元数目和带宽也较大;
(4)算例 HF-C是这些算例中规模最大的,但

也是最稀疏的。需要注意的是,该算例带宽最大,
但平均每行非零元数目很小,这说明各行之间的非

零元分布复杂。
这些具有不同特征的算例可以较全面地展示

RAP算法的性能。

5.2 性能结果与分析

仍以 HF-C 算 例 为 例,采 用 优 化 后 的JX-
PAMG测试RAP算法的并行性能,图8给出了该

算例在串行和2,4,8个进程并行计算时的时间开

销。与 Hypre的 BoomerAMG 相比(如图3所

示),优化后的JXPAMG的RAP算法具有更好的

并行可扩展性,且并行时的时间开销远远低于

Hypre的。

Figure
 

8 Comparison
 

of
 

RAP
 

calculation
 

time
 

for
 

different
 

number
 

of
 

processors
 

in
 

HF-C
 

test
 

case:

optimized
 

JXPAMG
 

vs
 

Hypre
图8 HF-C算例不同进程数RAP计算时间对比:

优化后JXPAMG与 Hypre

使用 HPCTOOLKIT采集优化后的JXPAMG
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测试6个算例在2个进程下的分支判断数和计算

时间相比于串行时的增长倍数,测试数据如表3所

示。与Hypre相比(如图4所示),可以看出分支

判断数在2个进程时变为串行的0.5倍左右,且计

算时间也不再增长,基本为串行计算时间的0.6倍

左右。
Table

 

3 Comparison
 

of
 

time
 

increase
 

factors
 

for
 

branch
 

condition
 

count
 

and
 

computation
 

time
 

in
 

step④
 

of
 

optimized
 

JXPAMG
 

and
 

Hypre’s
 

RAP
 

calculation,with
 

2
 

processors
 

compared
 

to
 

serial
 

computing,for
 

six
 

test
 

cases
表3 优化后的JXPAMG与Hypre的RAP计算步骤④

在6个算例中2个进程相比于串行的分支

判断数和计算时间的增长倍数对比

比较对象 解法器 RHD-
1T

RHD-
3T

SM-
LXJ

SM-
C

HF-
S

HF-
C

分支
判断数

JXPAMG 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Hypre 17.3 16.9 0.7 3.7 7.9 120.8

时间/s
JXPAMG 0.6 0.7 0.6 0.6 0.6 0.5

Hypre 3.8 3.9 0.6 1.5 1.7 11.4

  下面通过测试 MiniBranRAP对Setup阶段的

影响来展示其效果。记基于原RAP算法的Hypre
和JXPAMG 解 法 器 分 别 为 HypreoldRAP 和 JX-
PAMGoldRAP,记 基 于 MiniBranRAP 的JXPAMG
为JXPAMGMiniBranRAP。图9给出了测试结果。从

中可以得到如下结论:
(1)JXPAMGMiniBranRAP 在Setup阶段能取得更

好的可扩展性。相比于 HypreoldRAP 和JXPAM-
GoldRAP 从串行到并行时其Setup阶段的时间开销

会有增长,JXPAMGMiniBranRAP 消除了这一现象,随
着进程数增加时间开销会单调下降。

(2)JXPAMGMiniBranRAP 的并行性能有明显提

升。尽管由于在串行时JXPAMGMiniBranRAP 引入了

额外开销,相比于JXPAMGoldRAP 的时间开销有所

增长,但在并行时都可以获得一定的加速效果。
(3)JXPAMGMiniBranRAP 性 能 优 于 HypreoldRAP

的。虽然在串行时JXPAMGMiniBranRAP 略有劣势,但
在并行时JXPAMGMiniBranRAP 的Setup阶段的时间

开销都小于 HypreoldRAP 的,并且取得了平均3.3
倍、最高9.3倍的加速效果。

(4)对于稀疏分布更复杂、规模更大的矩阵优

化效果更加明显。可以看到,对于稀疏分布最复

杂、规模最大的算例HF-C,JXPAMGMiniBranRAP 取得

了6个算例中最好的优化效果,并行计算时平均加

速7.6倍。同时对于稀疏分布最简单、规模最小的

算例SM-LXJ优化效果最差。

Figure
 

9 Comparison
 

of
 

time
 

costs
 

in
 

Setup
 

phase
 

for
 

six
 

test
 

cases
图9 6个算例Setup阶段时间开销对比

为进一步分析优化效果来源,本文又比较了在

4个进程时JXPAMG优化前后构建多重网格前5
层粗网格矩阵的时间开销,统计结果如表4所示。
由于时间主要集中在前5层,表4中仅展示前5层

的计算时间,忽略更高层级的数据。可以看到,对
构建第1层粗网格矩阵的优化效果最为明显,平均

有15.9倍加速、最高有44.4倍加速,这是性能提

升最主要的来源。这进一步说明矩阵的规模越大,
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本文的优化算法取得的优化效果越好,也与理论分

析的分支判断复杂度相符。
Table

 

4 Calculation
 

time
 

of
 

coarse
 

grid
 

matrices
 

for
 

six
 

test
 

cases
 

with
 

4
 

processors
表4 6个算例4个进程下计算各层粗网格矩阵时间

算例名
层级

1 2 3 4 5

优化前 5.43 0.381 0.088
 

2 0.018
 

4 3.11e-3

RHD-1T 优化后 0.232 0.232 0.080
 

6 0.018
 

3 3.12e-3

加速比 23.40 1.64 1.09 1.01 1.00

优化前 8.89 0.790 0.149 0.031
 

5 5.61e-3

RHD-3T 优化后 0.564 0.439 0.141 0.031
 

2 5.78e-3

加速比 15.80 1.80 1.06 1.01 0.97

优化前 0.067
 

50.033
 

90.012
 

82.67e-34.17e-4

SM-LXJ 优化后 0.040
 

20.031
 

60.012
 

42.64e-34.14e-4

加速比 1.68 1.07 1.03 1.01 1.01

优化前 19.3 1.04 0.131 0.014
 

4 1.18e-3

SM-C 优化后 3.80 0.692 0.105 0.013
 

1 1.17e-3

加速比 5.08 1.50 1.25 1.10 1.01

优化前 5.24 0.778 0.111 0.015
 

4 2.83e-3

HF-S 优化后 1.04 0.393 0.090
 

7 0.014
 

1 2.72e-3

加速比 5.04 1.98 1.22 1.09 1.04

优化前 119 12.9 1.39 0.202 0.029
 

1

HF-C 优化后 2.68 2.16 0.810 0.179 0.028
 

4

加速比 44.40 5.97 1.72 1.13 1.02

6 结束语

本文揭示了实际应用中之前未曾注意到的由

于分支判断数过多导致的 AMG粗网格矩阵并行

性能瓶颈问题,通过瓶颈定位与分析,发现当前主

流AMG解法器的3个稀疏矩阵乘积并行算法涉

及平方复杂度的分支判断操作。利用CSR格式行

主序性质,本文设计了具有线性复杂度分支判断的

并行算法 MiniBranRAP,消除了RAP操作串行到

并行的瓶颈现象,并通过实际应用典型算例,验证

了新算法的有效性。由于 AMG算法流程的复杂

性,且性能与具体的体系结构特征和应用特征密切

相关,AMG的性能仍然存在很大的优化空间。如

何进一步挖掘计算机和应用特征对 AMG性能的

影响,开展特征驱动的AMG性能优化将是未来需

要持续研究的课题。
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